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Kraftkonstantenberechnung nach einer Methode der nächsten Lösung 
A . F A D I N I * 

Lehrstuhl für Technische Mechanik (Prof. SLIBAR) der Technischen Hochschule, Stuttgart 

(Z. Naturforschg. 21 a, 426—430 [1966 ] ; eingegangen am 30. November 1965) 

Die Berechnung von Molekülkraftkonstanten aus der Säkulargleichung | G*F— A E ] = 0 führt 
im allgemeinen auf eine unendliche reelle Lösungsmannigfaltigkeit F, wenn nur die inverse Matrix 
G der kinetischen Energie und die Spektralmatrix L=Diag(Aj ) mit £=1 , 2, . . . , n bekannt sind. 
Bei einer Reihe von Molekülen können Näherungslösungen Fnäh bestimmt werden, und wir geben 
ein Verfahren an, durch das aus F eine Matrix Fm in als Kraftkonstantenmatrix ausgewählt wird, 
die der Näherungslösung Fnäh am nächsten liegt. Für dieses sogen, erweiterte inverse Eigenwert-
problem der Ordnung n=2 wird die Bedingung für die Existenz eines reellen Lösungsbereiches 
angegeben, die Lösungsmethode als Näherungsverfahren explizit dargestellt und das mathematische 
Modell der nächsten Lösung geometrisch interpretiert. An den beiden Molekülen BrCN und OCS 
wird das Verfahren erprobt. Im Falle gleicher Eigenwerte existiert für n = 2 nur die eine reelle 
Lösung F ( A ) = A - G " 1 . 

1. Die Berechnung von Molekülkraftkonstanten 
als „ein erweitertes inverses Eigenwert-

problem" 1 

Die klassische Theorie der Molekülkraftkonstan-
ten führt auf die Berechnung der Kraftkonstanten-
matrix F aus der Säkulargleichung 

d e t ( G - F - ; . E ) = 0 . (1) 

Dabei wird die Matrix G aus den Gleichgewichts-
abständen, den Valenzwinkeln und Atommassen in 
gegebener Anordnung berechnet. Die Spektralmatrix 
L = D iag (^ ) mit i = 1, 2,... ,n ergibt sich aus den 
n Schwingungsfrequenzen des Moleküls, die dem 
R A M A N - oder den Ultrarotspektren entnommen wer-
den. 

* Privatanschrift: 74 Tübingen, Breuningstr. 31. 
1 Das hier dargestellte Eigenwertproblem wurde bereits auf 

der GAMM-Tagung in Wien im April 1965 vorgetragen 
und das Lösungsverfahren „Quadratsummen-Minimum-

Für F = Fc[iag existieren n\ reelle und komplexe 
Lösungen 2. Bei der Kraftkonstantenrechnung ist je-
doch F mit 

F = F s y m = (fik) = (fki) mit i, k = 1, 2, . . . , n (2) 

gesucht und dies führt im allgemeinen auf eine un-
endliche Lösungsmannigfaltigkeit für F. Wegen der 
Realität der Kraftkonstanten setzen wir die Existenz 
einer reellen Lösungsmannigfaltigkeit für F voraus. 

Für eine Reihe von Molekülen ist es durch Hinzu-
nahme zusätzlicher Daten möglich, physikalisch hin-
reichend genaue Näherungslösungen 

Fo = Fgym> o = Fnäh (3) 

anzugeben (siehe Abschnitt 3 ) . Die beiden physi-
kalischen Aussagen (1) und (3) werden sinnvoll 

Verfahren" genannt14. Die geometrische Interpretation 
wurde auf dem 8. Europäischen Kongreß für Spektroskopie 
in Kopenhagen vom 14. —20. August 1965 vorgebracht15. 

2 J. UHLIG, Z. Angew. Math. Mech. 38, 284 [1958]. 
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durch eine Minimalisierungsbedingung miteinander 
verknüpft, und wir definieren „ein erweitertes in-
verses Eigenwertproblem" für endliche Matrizen wie 
folgt: Aus der durch die Säkulargleichung gegebe-
nen reellen Lösungsmannigfaltigkeit F = Fsym su-
chen wir die zur Näherungslösung Fnäh nächste Lö-
sung Fmin bzw. nächsten Lösungen F min, a mit 0 = 1 , 
2. . . . auf. Wir erhalten damit die Minimalbedin-
gung 

Q = 2 (fik, näh - fik)2 = Minimum. (4) 
i=1 
i<k 

Für den Unterfall mehrerer nächsten Lösungen muß 
die Auswahl nach physikalischen Gesichtspunkten er-
folgen. Da aber bei der Kraftkonstantenrechnung 
im allgemeinen nur eine nächste Lösung existiert, 
beschränken wir uns hier auf diesen Fall. 

Der Bereich reeller Lösungen F = Fsym ergibt sich 
aus R = 0 mit 

/(it> = 0,5 der 1 G (cx g12 ± (Xx -X2) ygll8n), 
(9 c) 

wobei nach Voraussetzung (8) der Ausdruck g u g22 

stets größer Null ist. Im Falle gleicher Eigenwerte 
X — Xx — X2 schrumpft diese reelle Lösungsmannigfal-
tigkeit auf eine einzige reelle Lösung 4 

F (A) = X G _ 1 = X de t - 1 G • - f ; ; ] (9 d) 

3 R. ZURMÜHL , Matrizen, Verlag Springer, Berlin 1 9 6 1 , S . 1 7 6 . 
4 Auf die Verwendung der Kraftkonstantenmatrix F(A) so-

wohl als Ausgangslösung für Moleküle mit starken Kraft-
konstantenkopplungen als auch zur Aufstellung einer Vor-

2. Das Verfahren der nächsten Lösung oder 
Quadratsummen-Minimum-Verfahren für fl = 2 

Die Lösung dieses erweiterten inversen Eigenwert-
problems kann für die Ordnung n = 2 auf eine 
algebraische Gleichung 8. Grades zurückgeführt und 
im EuKLiDischen Raum anschaulich dargestellt wer-
den. 

a) Formelsatz 

Zur Aufstellung der 2 algebraisch unabhängigen 
Gleichungen der Säkulargleichung (1) für n = 2 be-
nützen wir die CAYLEY-HAMiLTONSche Gleichung3. 
Sie lautet nach Linksmultiplikation mit G - 1 

F - G - F + c j F - f c0 G - 1 = 0 . (5) 
Dabei ist: 

c 1 = - ( A 1 + A 2 ) , c0 = V 2 , 0 = [ S ! ] • ( 5 a ) 

(6) 

(7) 

(7 a) 

(8) 

(9) 

(9 a) 

(9 b) 

zusammen. Durch Einsetzen der Gin. (9) in die 
Säkulargleichung (1) folgen nach Koeffizientenver-
gleich die beiden Vorzeichenkombinationen 

f i V und /(22) oder / £ > und f2$\ (10) 

Als 3. algebraische Gleichung führen wir jetzt 
die Minimalbedingung (4) ein. Es ist 

Q = if 11, näh — fll) 2 + ( / l 2 , näh — / 1 2 ) 2 

+ if22, näh - /22)2 = Minimum. (11) 

zeichenregel für die Wechselwirkungskraftkonstante /12 bei 
hinreichend starken Kopplungen soll in einer weiteren Ar-
beit eingegangen werden. 

Daraus erhalten wir für Fsym und Gsym die Gleichungen 

g22 / ?2+2 g12 fn /12 + g n /.11 + c1fn + K2 = 0 , 

&11 /12 + 2 g12 f12 f22 + g22fh + cx f22 + KX = 0 

mit K2 — c0 gn de t - 1 G und Kx = c0 g22 de t - 1 G . 

Da die Matrix G als inverse Matrix der kinetischen Energie positiv definit ist, gilt weiterhin 

de t - 1 G , gn , g22 > 0 . 

Nun lösen wir die Gin. (6) und (7) nach fn und f22 auf und erhalten 

mit K^ = 0,5 ( — (c1 + 2 gX2 f12) + V(c1 + 2 g 1 2 / 1 2 ) 2 - 4 g 1 1 g 2 2 ( / 1 2 2 + c 0 d e t - 1 G ) ) . 

Wegen der Realität der Kraftkonstanten untersuchen wir nur den Fall 

R=(c1 + 2 g12 f12)2 - 4 gn g22 ( / f 2+ c0 det"1 G) ^ 0 . 



Wir setzen voraus, daß die 3 algebraischen Gin. 
(6 ) , (7) und (11) voneinander algebraisch unab-
hängig sind, d. h. ihre Funktionaldeterminante sei 
von Null verschieden. Dann existieren nach einem 
Satz der Algebra5 nur endlich viele Lösungen für 
Fmin • Mit den Gin. (9) und (10) können wir die 
beiden Kraftkonstanten fn und /22 aus Gl. (11) 
eliminieren, so daß Q nur noch als Funktion von 
/1 2 verbleibt. Es ist allgemein 

Q = f(fl2) = Minimum. (12) 
Zur Bestimmung der Wechselwirkungskraftkonstante 
/1 2 erhalten wir aus der Minimalbedingung 

d<?/d/12 = 0 (13) 

eine Gleichung 8. Grades. 
Die Bestimmung der Koeffizienten der algebra-

ischen Gl. (13) führt auf umfangreiche Formelsätze. 
Aus diesem Grunde haben wir ein einfaches Nähe-
rungsverfahren aufgestellt, das sich zudem auch 
leicht programmieren läßt 6 : Zunächst berechnen wir 
den reellen Lösungsbereich von F nach (9 c ) . In 
diesem Realitätsbereich geben wir ein festes /1 2 vor, 
bestimmen nach Gl. (9) und den Auswahlregeln 
(10) einen Wertesatz für fn und /2 2 und gehen mit 
diesen 3 Zahlenwerten in die Minimalbedingung 
(11) ein. Durch Variation von /1 2 können die Mi-
nima von Q für beide Vorzeichenkombinationen 
(10) leicht bestimmt werden7 . Aus diesen reellen 
Lösungen von Fmin, * mit x = 1, 2 , . . . , 8 wählen wir 
die Lösung mit dem kleinsten Q im Minimum. In 
vielen Fällen kann die Auswahl der Vorzeichenkom-
bination nach physikalisch-chemischen Gesichtspunk-
ten erfolgen. 

b) Geometrische Darstellung 

Wir fassen die 3 Kraftkonstanten fn , /1 2 und /2 2 

als die 3 rechtwinkligen Koordinaten des 3-dimen-
sionalen Raumes auf. Die durch die Säkulargleichung 
gegebenen Gin. (6) und (7) stellen wegen der Gl. 
(8) jeweils einen elliptischen Zylinder dar. Keine 
reelle Lösung existiert, wenn sich die Zylinder we-

der berühren noch schneiden [wenn in Gl. (9 b) 
R < 0 für alle /21 wäre]. 

Berühren sich beide Zylinder, so existiert die 
einzige reelle Lösung F ( / ) [Gl. (9 d) ] . Durch-
dringen sich beide Zylinder, so erhalten wir eine 
unendliche reelle Lösungsmannigfaltigkeit für F , 
deren Bereich durch die Schnittkurve gegeben ist 
[ ( 9 b) und (9 c ) ] . 

Die Näherungslösung Fnäh definiert einen Punkt 
in diesem Raum. Nach der Minimalbedingung (11) 
suchen wir unter allen möglichen Abständen F N Ä H F 

den kleinsten Abstand F n ä h'F m j n heraus. Deshalb 
nennen wir dieses mathematische Modell das Ver-
fahren der nächsten Lösung. In Abb. 1 veranschau-
lichen wir diese Verhältnisse 8. 

Abb. 1. Geometrische Darstellung eines „erweiterten inversen 
Eigenwertproblems" für n = 2. Eingezeichnet ist die Lösungs-
kurve der Kraftkonstantenmatrix F aus det (G-F — k E) = 0 
mit der Näherungslösung Fnäh und der ihr nächstgelegenen 

Lösung Fmin . 

3. Zahlenbeispiele 

Wir wollen nun das Modell der nächsten Lösung 
an einigen Molekülen erproben und dabei auf die 
Aufstellung von physikalisch-chemisch brauchbaren 
Näherungslösungen eingehen. 

a) Molekül BrCN 

Für das Molekül sind folgende Daten gegeben 9 - 1 1 : 
Die Gleichgewichtsabstände mit rcN = l , 1 3 Ä ; rßrc 
= 1 , 7 6 Ä ; der Valenzwinkel mit 180° ; die Massen 
in Atomgewichtseinheiten mgr = 79,916; m c = 12,01; 

5 O. P E R R O N , Algebra I, Die Grundlagen, Verlag W. de Gruy-
ter, Berlin 1951, S. 292. 

6 Das Verfahren der nächsten Lösung wurde auf der elek-
tronischen Rechenanlage Zuse 22 nach dem Freiburger 
Code programmiert und die Rechenarbeiten an der Ma-
schine Z 22 der Technischen Hochschule Stuttgart ausge-
führt. 

7 Wir verwendeten das einfache Verfahren der Intervall-
schachtelung. In entsprechender Weise kann das Minimum 
durch Interpolation bestimmt werden. 

8 Auf eine verwandte geometrische Interpretation der Kraft-
konstantenmatrizen wird Herr B A L L E I N in einer eigenen 
Veröffentlichung eingehen. 

9 W I L S O N - D E C I U S - C R O S S , Molecular Vibrations, Verlag Mc-
Graw-Hill, New York 1955, S. 55 ff. 

10 K. N A K A M O T O , Infrared Spectra of Inorganic and Coordi-
nation Compounds, Verlag lohn Wiley & Sons, New York 
1963, S. 80. 

1 1 L A N D O L T - B Ö R N S T E I N , Atom-und Molekülphysik 1., 2., 3. Teil, 
Verlag Springer, Berlin 1950, 1951, 1951. 



mN = 14,008; die Schwingungsfrequenzen mit Vßrc 
== 574 c m - 1 ; vCN = 2200 c m - 1 ; vBrCJf = 368 c m - 1 . 

Aus diesen Grunddaten erhalten wir nach der 
G • F-Matrixmethode von W I L S O N (1. c. 9 , S . 6 3 ; siehe 
auch 10, S. 59) die beiden Matrizen G und L zu 

G 

L ( ; . ) = 

0,09578 -0,08326 0 
-0,08326 0,15465 0 

0 0 0,2345 
0,1940 0 0 
0 2,850 0 
0 0 0,07974 

(14) 

Nach den Regeln von GOUBEAU 12 können wir vor-
aussetzen, daß die Schwingungsfrequenzen hinrei-
chend charakteristisch sind, d. h., daß sie nur 
schwach miteinander gekoppelt sind. Als Nähe-
rungslösung gehen wir daher von der vollständig 
entkoppelten L ö s u n g 1 3 - 1 6 

Fnäh = Fdiag, Entkopplung = Gdia g ' L 
2,026 0 0 

- 0 18,42 0 
0 0 0,3407 J 

aus und betrachten die Abweichung des realen Mo-
leküls von diesem Idealfall als kleine Störung. 

Als nächste Lösung erhalten wir mit dem Quadrat-
summen-Minimum-Verfahren 

mdyn/Ä ( 1 5 ) 

/BrC /ßrC/CN 0 
/BI-C/CIS/CN 0 
0 0 /ßrCN 

3,9 
0,76 
0 

0,76 
18,1 
0 

0 
0 
0,341 

I m d y n / Ä . 

(16) 
Zum Vergleich geben wir die mit dem Zentrifugal-
dehnungseffekt ermittelten Literaturwerte an 1 7 : 

/BrC = 4 ,0 ; /CN = 17,8; /BKVCN = mdyn/Ä. 
In Abb. 2 veranschaulichen wir dieses Vorgehen 

in einer 2-dimensionalen Darstellung. 

b) Molekül SCO 

Es sind folgende Ausgangsdaten gegeben: Die 
Gleichgewichtsabstände mit res = 1)56 Ä, reo = 1)16 
Ä ; die Atommassen in Atomgewichtseinheiten mit 
m s = 32,06, mc = 12,010, m 0 = 16,000; die Schwin-
gungsfrequenzen mit vsc = 8 5 9 c m - 1 ; vco = 2064 
c m - 1 , rSeo = 524 c m - 1 . 

Mit diesen Werten berechnen sich die Matrizen G 
und L(A) ( I . e . 9 , S. 63 ; siehe auch 10, S. 59) zu 

G = 

L W = 

0,1145 -0,08326 0 
-0,08326 0,1457 0 

0 0 0,247 
0,4345 0 0 
0 2,509 0 
0 0 0,1617 

(17) 
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Abb. 2. Entkopplungslösung als Ausgangslösung (im Bild 
durch • gekennzeichnet) : Molekül BrCN. 

Durch o ist die Lösung bei /12 = 0,76 mdyn/Ä bezeichnet. 
O r d i n a t e : / u = / c B r u n d / 2 2 = / C N , A b s z i s s e : / 1 2 = / c N / C B r • 

Es ist /CN = / ( /CN/CBr), / C B i = f ( C N / C B r ) . 
L=Literaturwert ( 0 , 7 ) . Das dazugehörige Q ist als Funktion 

von /CN/CBr eingezeichnet. 

Wir wollen für dieses Molekül der Symmetriegruppe 
Coov die Bereiche der Kraftkonstanten abschätzen 
und gehen dabei von allgemeinen Sätzen für die 
Molekülkraftkonstanten aus. 

Die Kraftkonstanten sind stets reell. Damit ist die 
untere Grenze der Wechselwirkungskraftkonstante 
/ c s / c 0 m i t —1,1727 gegeben. Da die Wechselwir-
kungskraftkonstante / cs /CO kleiner als die Valenz-
kraftkonstante /sc sein wird, erhalten wir als obere 
Grenze für / c s / € 0 den Wert 7,5 [siehe Gin. (9) und 
( 1 0 ) ] . Näherungswerte für die Valenzkraftkonstan-
ten /es und / co entnehmen wir den vollständig be-
rechenbaren Kraftkonstanten der höhersymmetri-
schen Moleküle CS2 und C 0 2 der Symmetriegruppe 
Dooh • Wir erhalten: 

/co, näh = 15,4 und /es, näh = 7,54 mdyn/Ä. 

Neben diesen Bedingungen und Sätzen entnehmen 
wir der Erfahrung, daß die Beträge der Wechsel-
wirkungskraftkonstanten im allgemeinen kleiner als 

12 J. G O U B E A U , Z. Elektrochem. 54, 505 [1950]. 
13 A. F A D I N I , Z. Angew. Math. Mech. 4 4 , 506 [1964]. 
14 A. F A D I N I , Z. Angew. Math. Mech., Sonderheft der Tagung 

d. Ges. Angew. Math. Mech., Wien 1965, im Drude. 
15 A. F A D I N I , Zur Berechnung von n(n+1)/2 Molekülkraft-

konstanten, Abstracts of Papers presented to the 8th Euro-

pean Congress on Molecular Spectroscopy, August 14—20, 
1965, Copenhagen, Denmark, S. 337. 

1 6 A . F A D I N I , A . M Ü L L E R U. B. K R E B S , Z. Naturforschg. 2 0 a, 
1241 [1965]. 

1 7 W .J.JONES, W . J. O R V I L L E - T H O M A S U . U . O P I K , J. Chem. Soc. 
1959, 1625. 



30% der entsprechenden Valenzkraftkonstanten sind. 
Dies führt auf das Lösungsintervall für /cs/co, näh 

- 1 , 1 7 2 7 ^ /cs/co, näh ^ 2 , 5 mdyn/Ä. ( 1 8 ) 

Mit dem Modell der nächsten Lösung führen wir 
nun zwei Rechnungen durch, indem wir von der un-
teren und von der oberen Grenze für /cs/CO, näh aus-
gehen. Wir erhalten das eingeengte Lösungsintervall 

0,38 < / c s / c o < 1?2 mdyn/Ä. (19) 

Die nach dem Zentrifugaldehnungseffekt17 und ande-
ren Methoden bestimmten Werte für /cs/co liegen in 
dem Bereich von 0,9 bis 1,25 mdyn/Ä. Die beiden 
Valenzkraftkonstanten liegen in folgenden Grenzen: 

7 , 6 6 > / e s > 7 , 0 7 mdyn /Ä , 
1 4 , 6 < / C 0 < 1 6 , 0 mdyn /Ä . ( 2 0 ) 

Abb. 3. Intervalleinengungsverfahren: Molekül SCO. Ordi-
nate: / n = / c s und /22=/C0, Abszisse: /12=/CS/CO • 

Ein großer Teil dieser Ergebnisse kann aus der 
2-dimensionalen Darstellung der Abb. 3 abgelesen 
werden. 

Mit diesem sogenannten Verfahren der Intervall-
einengung 13 lassen sich die Lösungsintervalle der 
Kraftkonstanten zahlreicher Moleküle aus allgemei-
nen Bedingungen, Sätzen und Erfahrungen abschät-
zen. 

4. Zum Fall n ^ 3 

Das Verfahren der nächsten Lösung läßt sich für 
Probleme der Ordnung n > 3 im n (n + 1)/2-dimen-
sionalen Raum darstellen, wenn wir jeder der 
n(n +1)/2 Kraftkonstanten eine Koordinate zu-
ordnen. Durch die Säkulargleichung ist in diesem 
höherdimensionalen Raum eine Lösungsmannigfal-
tigkeit gegeben und wir bestimmen wieder die zu 
Fnäh nächste Lösung Fm;n bzw. nächsten Lösungen. 
Die Darstellung in Abb. 1 kann symbolisch übertra-
gen werden. In einer weiteren Arbeit wollen wir für 
diese höheren Ordnungen die Lösungsverfahren an-
geben. 
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